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Objetivos

En esta quincena aprenderas:

A trabajar con expresiones
literales para la obtencion de

valores concretos en formulas y

ecuaciones en diferentes
contextos.

La regla de Ruffini.
El teorema del resto.

A reconocer los polinomios con

coeficientes reales irreducibles.

A factorizar polinomios con
raices enteras.
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Antes de empezar

12 falanges que se cuentan con el
pulgar, dan lugar al sistema de
base 12.

Expresiones polindmicas y valor numeérico

Si el nimero 235 estad dado en base 10 su expresion polindmica es

2:10% + 3:10 + 5, valor numérico en 10 de la expresion 2-x* + 3:x + 5.
Para medir angulos o el tiempo se usa la base sexagesimal, asi 2 horas 3
minutos 5 segundos es igual a

2:60% + 3-60 + 5 segundos, valor numérico en 60 de 2:x*+ 3-x + 5.
Para expresar la cantidad de color se utiliza el sistema de base 16 o
hexadecimal, asi 48 en este sistema es igual a
4:16 + 8 en base 10, valor numérico en 16 de la expresién 4-x+8.

El lenguaje de los ordenadores esta basado en el sistema binario o de base
2, con solo dos cifras el 0 y el 1; el valor decimal de la expresion binaria 11001
es

2%4+23+1, valor numérico en 2 de la expresion x*+x3+1.
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1. Monomios y polinomios

Expresiones algebraicas

Son muchas las situaciones en las que se utilizan
expresiones algebraicas (sumas, diferencias,
productos cocientes y potencias de numeros vy letras),
en la derecha se presentan algunas.

Cuando la expresion algebraica es de estos tipos:
3xy?; 2x'% 3/4-x%y°

solo con productos de numeros y potencias de
variables de exponente natural, se denomina
monomio. La suma de varios monomios es un
polinomio.

Observa cémo se determinan el
coeficientes de los ejemplos:

3xy* es un momomio de dos variables con
coeficiente 3 de grado 5, uno por la x y cuatro por
lay.

El coeficiente de 3/4 x?y® es 3/4 y su grado 7.

El polinomio 3x°+4x>-2 es de grado 5, el mayor
grado de sus monomios, sus coeficientes son:
3degrado5,0de4,0de 3, 4de2, 0dely-2de
0.

Expresién en coeficientes

Un polinomio se puede definir mediante la expresion
en coeficientes que consiste en dar todos sus
coeficientes ordenados, empezando por el de grado
mayor y terminando por el de grado cero asi x*+2x
se expresa por1 2 0.

Mas ejemplo?‘

grado vy los

"Polinomio Coeficientes|
|25 42 000 1
§2x3—i 200 -2
5 5
XC+ax+3x 2|1 4 3 -2 |

Es claro que dos polinomios son iguales si y solo si
coinciden sus expresiones en coeficientes.

Valor numérico de un polinomio

La notacién numérica que utilizamos tiene mucho que
ver con los polinomios. Si en el polinomio de
coeficientes 5 2 3,
5x*+ 2x + 3
sustituimos la x por 10, resulta
5102+ 2:10 + 3 = 523,
hemos vuelto a la expresidn en coeficientes del
polinomio, igual ocurre en el sistema sexagesimal con
el que contamos las horas, minutos y segundos, si en
el polinomio anterior sustituimos la x por 60
5.60% + 260 + 3

obtenemos los 18123 segundos que hay en

5 horas 2 minutos y 3 segundos.
523 es el valor numérico del polinomio en 10 y 18123
es el valor numérico de ese mismo polinomio en 60.

a) Halla la expresién algebraica que da el
nimero de cuadraditos del rectangulo.

X

b) éQué monomio nos da los km
recorridos a una velocidad de x km/h
durante t horas?

[S

a) x*+4x

Soluciones: b) xt

Falinomio |

3+ 053+ 18+ () + 3"

Manera usual de escribir el polinomio
4 2
3X"+ X°-5X +3

P)=x" +2x* 127 -4y

Q(x) =x’ +ax’ - 25¢ . 4y
Si P(x)=Q(x), a=2

PR = —ox’ +oxt 4+

Valor de X — 411
5 5 3
PEUT-5E1) 5t} i

Valor del polinomio en -1 — 14—3

Puedes  utilizar Ia
calculadora para
hallar el valor
numérico de un
polinomio. Recuerda
que para realizar Ia
potencia 2 se utiliza
la tecla [x'],

| 2x4s] 16

|
| o i
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1.

EJERCICIOS resueltos

Area del
rectangulo

Halla las expresiones algebraicas asociadas a cada imagen

Longitud del segmento

marron

X

y ¥

Qué polinomio expresa
la media aritmética de
dos nimeros X, y

Volumen, arista=x

El triple de un niimero
menos cinco

La suma de los
cuadrados de dos

Soluciones

dos variables

Xy
Polinomio de grado 2 y

nimeros

3
Mecnomio de grado 3

La diagonal de un
cuadrado de lado x

Polinomio de gradol
Dos variables

rectangulo de base x y

La diagonal de un

altura y

x-iy'

3x-5

~Una variable

Polinomio de grado 1

x2+y?

B

1
B
JB o

2. Escoge la expresion algebraica en cada caso

0,5%+0,5y
Polinomic de gradol

__Dos variables

I+ y?

1 El triple de un
nimero mas seis

@& 6x%X+3

3x+6

® 3+6)
p

@ T-E-G

2 La quinta parte
de un n® mas 10.

3 Un cuarto de la
suma un n°® mas 7.

X x+ 7
@ ?+1U @ g
L X 47
14 + 7
© 10x+5 o ———
7
@ 5x+10 ® b7 T

4 La semisuma de
dos niimeros.

@ Jx'z
ey
© Fu
® X

5 La mitad del producto
de 2 n®=,

¥ T
@ =

6 La raiz cuadrada
de la suma de 2
cuadrados.

®
X2+y?

© SErdy
® X+y?

X+y

7 El 40% de un

8 El cuadrado de la

nlmero. suma de 2
ndmeros.

@ 04 x @ @y’

_40 x4y’
100 x

© 40 © *x+y°
10

® _13'3}( ® (12+y°

9 El cuadrado de la
semisuma de 2

nlimeros.

® Xty
a

x_;yi

© cx:yf

® (x+2>g)2

10 La media aritmética
de tres nimeros

® 0.5x+0.5y+0.52

(XY 4z2)r

X+y+z
© 3

X+y+z
® 2

Soluciones: 1 B; 2A; 3A; 4B;5A;6D; 7A;8A;9C; 10C.

cidead

MATEMATICAS Al 65




EJERCICIOS resueltos

3. Halla los valores numéricos mdlcados en cada caso.

[2 7 % %en (-2 )T 3+ 5 x¥;;m%] b\/_3xen9| :;;;X 2‘ £+1enx=4
] e y’ y=3 y=4
2:762)° | 35 () (38380 | Gr C | aE
3 44
8
2-7--32 3+5 o 33-3-729 % 41+ 1
40 T
2+ 224 3"'77—‘ 9-2187 4+ 1
121 76
e B T 4 S B A I

4. Valor numérico en -3

2.%%+5.x +6 Sustituye xpor (-3)
2-(-3)2+5.(-3) +6 Realizalapotencia de (-3)
2:9+5-(-3) +6 Efectialos productos
18+ (-15) +6  opera

9 Este es el valor del polinomio para x=-3.
Pulsa el hoton = de |a esquina superior.

5. Valor numético en 0.1
3. x2+ 7 x + 2 Sustituye xpor0.1
3-01%2+7-01 +2 FEfectualas potencias
3-001+7-01 +2 Realiza los productos
0.03 + 0.7 + 2 Escribe el resultado

2973
6.
| &8 4 3 2 ;
| X7+ 4% -2 X =2X -x"-2%
&Cual es el grado del polinomio? LCuél es el grado del polinomio?
Escribe los coeficiantes en los recuadros. Escribe loscoelicientes en los recuadros
Solucién: grado 3. Solucién: grado 4.
Coeficientes: 1 0 4 -2 Coeficientes: 1 -2 -1 -2 0

66 B MATEMATICAS A cidead



EJERCICIOS resueltos

1. Halla las expresiones algebraicas asociadas a cada imagen 15 | i
Longitud del segmento
x| Area del marrén Qué polinomio expresa
rectangulo " la media aritmética de
y y dos nimeros x, y
Yy
Volumen, arista=x N S
El triple de un nimero cbgdsrgr;;sc:jeelgf;s
menos cinco N ———
La diagonal de un
La diagonal de un rectdngulo de base x y
I cuadrado de lado x altura'y
Soluciones p . = )
X+y I " ‘ x-2y 0,5x+0,5y
Polinomio de grado 2 y ; Polinomio de grado1l Polinomio de gradol
“dos variables | Monomio de grado 3 Dos variables | Dos variables _
3x-5
Polinomio de grado 1 ‘ x2+y? l N JXF 4y
Una variable i |

3.

5.

X =4 ElgradodeP(x)es?7

-5 -2 El coeficiente de mayor grado es -2
+5 x’ El coeficiente de grado 3 es -5

x® x?  El coeficiente de grado 2 es -3
x® -3  El coeficiente de grado 1 es 5

Los demas coeficientes son cero

Solucién | P(x)=-2x7-4x>-5x3-3x2+5x

Halla la expresién en coeficientes de los polinomios P(x)=3x*-2x+1;
Q(x)=x>-4; R(x)=0,5x* +3x
Las respectivas expresiones en coeficientes son:
Px)>3 -2 1; Qx)»>10 0-4; Rx)>05 30
Escribe las expresiones polindmicas de los polinomios cuya expresion en coeficientes
es:
Px)>1 03 -1; Qx)»3 2 00; RxX)>» 3/2-305
POO)=x3+3x-1; Q(x)=3x>+2x%; R(X)=3/2 x3-3x%+5

Halla el valor numérico en 1, 0 y -2 de los siguientes polinomios:

POLINOMIO Valoren1l Valoren0 Valoren -2 i
x%-2x3 -x? -2 0 -20 i
x*/5-1 -5/5 -1 -1/5 |
- 2347 X2 247 0 1644 7 ‘
-x*+1,2x%-1/5 0 -1/5 63/5
-V2 x?+1 -2 +1 1 442 +1
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2. Operaciones

Suma y diferencia
Para sumar o restar polinomios se juntan los
monomios de igual grado y se suman o restan
P(x)=5x+2x*+3x+4
Q(X)=6x>+7x*+5x+1
P(x)+Q(x)=5x>+2x2+3x+4 + 6x>+7x%+5x+1=
=5x3+6x3+2x2+ 7x°+3x+5x+4+ 1=
=11x*+9x2+8x+5
Analogamente
P(x)-Q(x)=-x3-5x%-2x+3
Para operar con polinomios puede resultar comodo
pasar a su expresion en coeficientes.

Suma P(x)=8x"*+x%-5x-4
Q(x)=3x>+x>-3x-2

Se suman los coeficientes de igual grado:
P(x)~> 8 0 1 -5 -4
Q(x)=> 3 1 -3 -2
Px)+Q(x)> 8 3 2 -8 -6

P(x)+Q(x)=8x*+3x+2x*-8x-6

Producto
Los polinomios se multiplican monomio a monomio,

aplicando la propiedad distributiva del producto,
asi si P(x)=2>+3x+4 y Q(x)=x%45x
P(xX) - Q(x)=(2x3+3x+4) + (X*+5x)=
=23% 24 32 +4X2+ 2X35% + 3X5X+ 45X =
=2x°+3x3+4x?+10x*+ 15x2+ 20X
Y ordenamos los monomios segtin su grado,
2% + 10x* + 3x° + 4x* + 15 x* +20x=
=2x% + 10x* + 3x3 + 19x% +20x
P(x)=3x>+5x-4

Q(X)=x*-x+2
Se multiplican coeficiente a coeficiente:
P(x)~> 3 -0 5 =4
Q(x)=> 1 -1 2
6 0 10 -8
-3 0 -5 4
3 0 5 -4

P(x):Q(x)»3 -3 11 -9 14 -8
P(x)-Q(x)=3x°-3x*+11x3-9x?+14x-8

Factor x"
Dos monomios pueden tener como factor comun una
potencia de x y un factor de sus coeficientes. Los
monomios del siguiente polinomio
6x°+15x%2
tienen en comun la potencia x* pues x*=x>-x*
6x°%%+15x2=(6x>+15)x?
y sus coeficientes, 6 y 15 tienen como factor comun el
numero 3 pues 6=2:3 y 15 =53,
(6x°+15)x?=(2-3x>+5:3)x2=(2x°+5)3%*

30 B MATEMATICAS 3° ESO

Diferencia P(x)=3x>+x?4+5x+4
Q(x)=3x>+3x+2

Se restan los coeficientes de
igual grado:

P(x)=> Sl g
Q(x)=> 3 0 3 2
P(x)-Q(x)~> L =22
P\(x)—Q(x)=x2+2x+2

\\

Observa el grado del resultado:
gr(P *Q) =max(gr(P), gr(Q))

Para multiplicar el paréntesis por 4 hay
que multiplicar los dos monomios.

(x* +3x ).4
(x2.4+3x.4)

b

i

gr(P-Q)=gr(P)+gr(Q)

x* esta en todos
los sumandos.

2X2+x0-3x%=
= x*(2x5+x2-3)

Se ha sacado factor comin
una potencia de x.

P =18x"+27x"

4 ]
Factor comin — |9 }{[J

P =(2x’+3 )9x*
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EJERCICIOS resueltos

6. Halla P(x)+Q(x) y 3-P(x)-Q(x)

P(x)=x"+2x3+3x Q(x)=2x3+x?-3x+5
P(x)~> 150 62 SR 0503 0 3-P(x)~> 3 6 0.9 0
Q(x)> 2 153" 45 Q(x)~> 2 1 =3 5
PX)+Q(x)»> 1 4 1 0 5 3:P(x)-Q(x) » 3 4 =1 12 =5
P(x)+Q(x)=x"*+4x>+x*+5 3:P(x)-Q(x)=3x*+4x3-x>+12x-5

7. Multiplica P(x)=x3+6x*+4x-6 por Q(x)= x>+3x?+5x-2

P(x)-> 1.6 4 -6
Q) 1. % &8 -2

-2 -12 -8 12

& 30 20 -30
3 118 12 -18
1 6 4 -8B

p(x).Q(x)..q. 1 9 27 34 -10 38 12

P(x) (Q(x)=x°+9x°+27x"+34x3-10x?-38x+12

8. Suma P(x) y Q(x) Multiplica P(x) y Q(x)
PM= 8X° +3x' -gx P)= - 5X'® + 253
0= -5x aw=- 5% +x°
PR-QX= 4x° +3x*  +7lx P®-Q(M= 25x'° - 6x° - 10x'7 +2x"°

9. Saca factor comun

P(x)= 4x*® - ax*! - 6x° - 3x* P(x)= x* (4x° - 4x’ - 6x - 3)
P(x)= -8x'° + 6x° - 2x° - 4x? P(X)= 2% (4x° - 3X + X + 2)
P(x)= 6x° + x* - 4x P(x)= x- (6X" + X - 4)
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3. Identidades notables

Suma al cuadrado Diferencia al cuadrado

(a+b)’=a’+2-a-b+b*> |(a-b)’=a’-2-a-b+b’

Demostracion Demostracion
a b a -b
X a b X a -b
ab b’ -ab b?

a’ ab a’ -ab
a’+2ab+ b? a’-2ab+ b?

La suma al cuadrado es|La diferencia al cuadrado

igual a es igual a

cuadrado del 12 cuadrado del 12
+doble del 12 por el 22 | +doble del 12 por el 22
+cuadrado del 22 +cuadrado del 22

Suma por diferencia
(a+b): (a-b)= a’- b*> |Demostracién

a b
La suma por diferencia X a -b
es igual a la diferencia -ab -b?
de cuadrados. a’ ab

Debes aprender estas igualdades en los dos sentidos,
es decir, si nos dan la expresion
x*-6x + 9
la debemos identificar con
(x + 3)*
y si nos dan la expresion
(2x - 5)*
la expresaremos como
4x%- 20x + 25
Analogamente, debemos reconocer la diferencia de
cuadrados como suma por diferencia:
24%-23%= 24 + 23
Y sabremos ver la suma por diferencia como
diferencia de cuadrados:
(x+3)(x-3)=x*-9

Si a a’+b? le quitamos 2ab, resulta (a-b)?

+ ST E—————

Arriba en azul vemos la diferencia de
cuadrados y a la izquierda la suma por la
diferencia, basta girar un rectangulo y
trasladarlo para ver que las dos figuras
azules coinciden.

CALCULO MENTALI

1212 -1202

Si se aplican las identidades
notables basta sumar 121 vy
120 para hacer este calculo.
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10.

EJERCICIOS resueltos

Para desarrollar (x+5)?
Cuadrado del 12>x?%. Doble del 12 por el 22>2:x:5=10x. Cuadrado del 22>5%=25
por tanto (x+5)*=x*+10x+25

Observa como se aplican las identidades notables

Para descomponer el polinomio x>-8x+16 se intenta ver uno de los miembros de

una identidad notable, al ser los signos de los coeficientes alternativos, + - +, se

compara con la diferencia al cuadrado.
16=4? y 8x=doble de x por 4> x*-8x+16=(x-4)?

Para descomponer el polinomio 4x? -9 se intenta ver si es una identidad notable, al
ser 0 el coeficiente de grado uno se compara con la diferencia de cuadrados
4x?=(2x)%; 9=3% > 4x%-9=(2x+3):(2x-3)

1i. Desarrolla las siguientes expresiones
“Expresin | Solucién Bxpresion | Solucéen
(x+1)? X2 4+2x+1 (x-1)? X2-2x+1
(2x+1)2 ax+ax+1 | (3-2x)? 4x%-12x+9
(3%/2+5)2 9x%/4+15x+25 |  (x/3-2)? x2/9-4%/3+4
C (2x#2y | 2¢+42x+d | (xd3) X*-2:/3 x+3
12. Halla la expresion en coeficientes de los siguientes productos
‘ i Productos : Solucién ) Productos Solucién 7_!
(x+2)-(x-2) x>-4:1 0 -4 (x-1/4)-(x+1/4) | 0 -1/16 |
(3x+7)- (3x-7) 9 0 -49 | (1+2x)(1-42x)] 2 0 1 |
13. Resuelve aplicando las identidades notables la ecuaciéon x*+10x+9=0

Se compara la primera parte, x24+10x, con una identidad notable, con (x+5)?
Pues (x+5)%= x2+10x+25, por tanto, x*+10x=(x+5)%-25
y el primer miembro de la ecuacién es x*+10x+9=(x+5)?-25+9,

(x+5)?-16=0> (x+5)?-4’°=0> (x+5+4):(x+5-4)=0 > Soluciones x=-9 y x=-1

i14. Aplica las identidades notables para descomponer en factores los siguientes
polinomios
. Expresion | Solucion | Expresion |  Solucién
_ ACHLDH0 | (x43)709(2x+1) | 4936 | (7x+6) (7x6) _
| 36X7+36x+9 | (6x+3)2 0 9(2x+1)?|  25x*-9/4 | (5x+3/4)- (5x-3/4)

635~ 125 +6%° 6x2(x-1)? 4x2-3 1 2x+3)-(2x=3)

15. Escribe 72 como la diferencia de los cuadrados de dos niimeros naturales.

49 es la suma de dos nimeros consecutivos, por tanto, 49=25%-242,
ﬁd_e@; J B . - EATEMATlCAS esom 33



. | o
vy Para practicar

1. Halla la expresion algebraica de un
nimero de cuatro cifras, xyzt,
sabiendo que la cifras de las unidades
es tres veces la cifra de las decenas.

2. De lunes a jueves camino x Km.
diarios y de viernes a domingo, 6 Km.
cada dia. Halla la expresidn algebraica
que da los Km. que camino en z
semanas

3. Si practico ciclismo a una velocidad
media de 45 Km./h. Durante t horas
al mes.éCuantos Km. hago al cabo de
un afo?

4. Mi sueldo mensual es de 1400€. Cada
afio aumenta un x%. Calculara el
sueldo mensual dentro de dos anos.

5. 2:M-radio es la expresion que define la
longitud de la circunferencia en
funcion de su radio. éCudl es la
variable? ¢lel grado? éel coeficiente?
¢la longitud para un radio de 3 cm?

6. n-radio’ es la expresién que define el
area del circulo en funcién de su
radio. éCudl es la variable? éel grado?
éel coeficiente? éel area para un radio
de 12 cm?

7. 4 - -radio® es la expresion que define
el area de la esfera en funciéon de su
radio. {Cudl es la variable? éel grado?
éel coeficiente? éel drea para un radio
de 15 cm?

8. 4-n/3-radio® es la expresion que
define el volumen de la esfera en
funcion de su radio. éCudl es la
variable? éel grado? el coeficiente?
cel volumen para un radio de 6 cm

9. éCudl es el grado del polinomio —4x3-
6x*? éCudl es su coeficiente de grado
dos? ¢y el de grado uno? Calcula su
valor numérico en x=-1

10. ¢Qué fraccion de hora son 51 minutos
y 14 segundos? ¢Sabes expresarla
como el wvalor numérico de un
polinomio de 2° grado?

11. ¢Cuantos segundos hay en 5h. 35min.
y 53 seq.? éSabes expresarlos como
el valor numérico de un polinomio de
20 grado?

12. ¢Cuantas unidades hay en 5 masas, 8
gruesas y 6 docenas? ¢éSabes
expresarlas como el valor numeérico
de un polinomio de tercer grado?

Una masa=12 gruesas, una gruesa=12
docenas, una docena= 12 unidades.

13. Halla los coeficientes de P(x)-3-Q(x)
P(x)=-7x>+2x*-x-2
Q(x)=6x3-2x*+x-2

14, Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)
P(X)=7x*+5x Q(x)=-4x>+7x%*-x-3

15. Saca factor comin en el polinomio
4x12+24x%7

16. éCuantas unidades tienes que afiadir
a x*+16x para convertir este binomio
en el cuadrado de otro binomio?

X b x b/2

X2 _X2

17. Calcula a) (x+6)* b) (-2x+5)?
c) (2x-3/2)(2x+3/2)
18, Calcula mentalmente 32%-31%y 19:21

19. Halla la expresion algebraica que
define el producto de tres numeros
enteros consecutivos. Toma como x el
numero central.

20. Simplifica las fracciones

x* +4x+ 4 4x* -4
a) b) —
3x+6 X°-2x+1
2 2 2
Q) 4x +24x+1 d)x +22xy+2y
8x- -2 2X° =2y
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Autoevaluacién Tl
Y

1. Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)+ P(x)-R(x) siendo
P(x)=6x+1, Q(x)=3x%-2 y R(x)=x2+14x.

2. Calcula el valor numérico de 2x3-5x2+4 en x=2.

3. Halla la expresién algebraica que define el &rea de 6
cuadrados de lado x+y y 6 rectdngulos de base x y altura v.

4. {(Es cierta la igualdad 9x%+30x+25=(3x+5)%?

5. Halla los coeficientes de (2x+1)2.

6. ¢Qué constante hay que sumar a 25x%-30x para obtener el
cuadrado de un binomio?

7. Calcula el coeficiente de primer grado de (4x-5)2.

8. Calcula mentalmente en menos de 10 sequndos 342-332,

2 _ [
Simplifica la fraccién il .
X+b

e

10. Saca factor comin la mayor potencia de x en 5x'%+8x%.
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| Dividimos ,,f;l,
6x>- Tx2- 10 +5 [3’(2”(—2
2

[ Mulliplicamos y cambiamos de signo |

x> - 2= 0% +5 3 +x-2
-2+ 4x x
| sumamos. |
6x>- Tx*-10x +5 3+x-2
6x3- 2% + 4x x
L 9> -6x +5
[ Dividimos == |
6x>- T2 10x + 5 W x-2
8- 2" + dx -3
9¢%-6x +5
| Mulliplicamos y cambiamos de signo |
Bx°- Tx2-10x +5 ‘3x2+x-2
Bx3-2x% + dx 2% -3
O 6x +5
92+ 3x -6
| sumamos. e |
x> - Tx2-10x +5 3x+x-2
6 - 22 + dx -2
S eian cociente
o’ +3x-6
-3x-1 resto

BT+ 162 5x + 1
61> - ax?
12¢%-5x + 1
127 + 8x
3x +1
Ix+2

3
resto

At e+ 4
122 3% -6

-%-2
reslo

23 ex?-4x-4
2)(3
6x%-dx -4
6>
Ay -4
ax

resto

)

22 dx -1
coclente

APy 42
3
cociente

|2
X232
cociente

2. Division de polinomios

Division

Para realizar la division se dividen los monomios de
mayor grado, se multiplica y se cambia de signo, y
se suma. Este proceso se repite hasta obtener un
resto de grado menor que el del divisor.

La divisién de polinomios debe cumplir estas dos
condiciones:

| Dividendo=divisor-cociente+resto

gr(resto)<gr(divisor)
El grado del cociente es la diferencia de los grados del
Dividendo y del divisor. Cuando el resto es cero, se
dice que el dividendo es divisible entre el divisor.

Division por coeficientes

A continuacidn se ve una division de polinomios con la
expresion en coeficientes, algunas veces puede ser
conveniente este método o simplemente serd cuestion
de preferencias elegir un método u otro.

P)= 2X°-2x+4x+2 Q)= X'+4x+3

P(x) Dividendo Q(x) divisor
2 2 4 2 1 4 3
2 -8 -6 2 -10
-0 -2 2 cociente
10 40 30 2%-10
38 32
resto | 38x+32
P(X)= 28X’ +5X-6 QXN=4x"+5
' P(x) Dividendo Q(x) divisor
28 0 5 -6 4 0 5
28 0 _ 25 o n 7 0
‘ 0 30 -6 cociente
| 0 0 0 >
resto| .30 -6
P(X)= 5x*-6x+7 Q(X)=6x+6
P(x) Dividendo ‘ Q(x) divisor
5 -6 7 6 6
|5 .2 5 1
- 6 -6
-11 | cociente

cidead
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Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es (til para dividir polinomios entre
X-a.

En el ejemplo de la derecha se divide 3x3-5x%+1 entre
x-2, obteniendo de cociente 3x*+x+2 y de resto 5.

La regla explicada para a=2, vale también cuando a
es un numero racional o real, en el siguiente ejemplo

se toma a=-3/2 vy representa la division de
4x2+5x+2 entre x+3/2
4 5 2
-3/2 -6 3/2
4 -1 7/2resto
cociente
4x-1

Teorema del resto

Al dividir un polinomio P(x) por (x-a) el resto es
siempre de grado cero y se obtiene un cociente C(x)
que verifica:

P(x)=(x-a)'C(x)+resto

Si sustituimos ahora la x por a,
P(a) = (a-a): C(a) + resto
En la igualdad anterior (a-a)=0, por tanto,
valor numérido de P en a = resto

Este resultado se conoce como teoreima del resto
Asi el valor numérico P(x) en a sera cero cuando P(x)
sea divisible por (x-a), es decir, el resto de P(x) entre
X-a es cero, en este caso decimos que a es raiz del
polinomio P(x).

Recuerda

W
a es rafz de P(x)® P(xX)=(x-a)-C(x) © P(a)=0

El teorema se puede aplicar para calcular algunos
valores numeéricos.

Ppg = X3+ 15x2+ 12 +4

Hallar P(-14 ) =(-14)° + 15:(-14)2 + 12:(-14) + 1
1 15 12 4 |

14 14 -14 28
1 1 -2 32

También se utiliza nos para resolver problemas como

el siguiente, hallar m para que el polinomio
P(x)=x>+mx-4

sea divisible por x-2, que se resuelve sustituyendo la

X por 2, igualando a 0 y despejando m, asi m=-2.

68 1 MATEMATICAS A

Observa la division y como se realiza la
Regla de Ruffini paso a paso

3 -5 0 1 1 -2
-3 6 3 1 2
T 1 0 cociente
1 O
2 1
-2 4
5 resto
Regla de
3 -5 0 1 Ruffini
2 v
3
3 -5 0 1
@~._ 6

3 i 2

E Se suman

Se vuelve a multiplicar y a sumar
obteniendo

3 -5 0 1

2 6 2 4
| 3 1 2 5 resto
[ cociente

Con la calculadora
Para calcular el valor numérico de un
polinomio con la calculadora, valor de
P(x)= 3x3-5x%+1 en x=2
Podemos aplicar la regla de Ruffini,

para ello teclea la siguiente
secuencia:
2M in !%‘1 3 -3
-5 [ -1
s A
WMREOS 2
R [+ 1 (-5

Obtenemos: |5 que es el resto de
dividir P(x) para x-2 y el valor
numeérico en x=2.

De paso han ido saliendo los
coeficientes del cociente cada vez
que se pulsaba =,

cidead



EJERCICIOS resueltos

7. Halla el cociente y el resto de la divisiéon de P(x) entre Q(x) en cada caso
a) P(x)=3x%-11x-13  Q(x)=x*3x-4 b) P(x)=-9x3-15x*+8x+16 Q(x)=3x+4
Sol. Cociente=3 Resto=-2x-1 Sol. Cociente= -3x*-x+4 Resto=0

8. Aplica la regla de Ruffini para dividir P(x)=x>+5x2-2x+1, Q(x)=2x*-5y
R(x)=x3-4x+3x? entre x-3

LS e ST 2 D080 8--5 1 3 -4 0
3) 3 24 66 3) 6 18 54 162 3) 3 18 42
178 129567 2 6 18 54 157 1 6 14 42
Cociente x*+8x+22 Cociente 2x°+6x%+18x+54 Cociente x*+6x+14
Resto 67 Resto 157 Resto 42

9. Aplica la regla de Ruffini para dividir P(x)=x3+3x%-2x+1, Q(x)=x*-2 y
R(x)=x3-4x*-x entre x+1

1—=3-—=2. 1 L0 a0 R0 2= 1 -4 -1 0
-1) AN -1) =g EE=, i -1) =1 504
128 s h i A S e RS i | 1 =5 4 -4
Cociente x?+2x-4 Cociente x>-x%+x-1 Cociente x*-5x+4
Resto 5 Resto -1 Resto -4

10. Si el valor numérico de un polinomio en 2 es igual a 3 y el cociente de su division de
entre x-2 es X {Sabes de que polinomio se trata?

Dividendo = divisor-cociente +resto, el divisor es x-2, el coclente x y el resto 3, por
tanto el polinomio es x*-2x+3

11. Halla m para que mx*+2x-3 sea divisible entre x+1
El polinomio seré divisible entre x+1 si su valor en -1 es 0, luego ha de ser

m-2-3=0, es decir, m=5

12. Aplica el Terorema del resto y la regla de Ruffini para hallar el valor numérico de
P(x)=x3-15x*+24x-3 en x=13

Aplicando la regla de Ruffini por x-13 da de resto -29, que es el valor numérico
pedido.

13. (Existe algun valor de m para que el polinomio x>*+mx?*-2mx+5 sea divisible por
X-27?

Por el teorema del resto basta resolver la ecuaciéon 23°+m-22-2m-2+5=0, lo que da
una igualdad imposible 13=0, por tanto no hay ningtn valor de m para el cual el
polinomio sea divisible por x-2
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3. Descomposicion factorial
Sacar factor comin una potencia de x

Al descomponer un polinomio en factores lo primero
que tendremos que observar es si se puede sacar
factor comun de todos los sumandos alguna potencia
de x.

Esto sera posible solo cuando el coeficiente de grado
cero del polinomio sea nulo.

En la parte inferior puedes practicar esta extraccion.

Tambien es interesante que busques, si es posible el
m.c.d. de los coeficientes y lo extraigas como factor
asi en

6x°+15x%?
se puede sacar factor comuin 3x2,
6x°+15x2=3x%(2x>+5)

Polinomios de 2° grado

Recuerda la formula para resolver la ecuacion de 20
grado ax’ + bx + ¢c=0:

b+ 4b? - 4ac

2a
A b*-4ac se le llama discriminante de la ecuacién y se
suele designar por A.

Esto determina la descomposicion factorial de los
polinomios de 20 grado:

Las soluciones de 2x*-8x+6 =0 son 1 y 3, luego
2x*-8x+6 = 2:(x-1)-(x-3), discriminante positivo.
Las soluciones de 3x*+6x+3 =0son 1y 1, luego
3x*4+6x+3=(x-1)2, A =0.

Las soluciones de 2x*+6 = 0 no son reales,
b%-4ac es negativo, 2x*+6 no descompone.

X =

“2)F+ 20%- 48 =0
Paso 1: ldentificarabyc
a=-2 ., h=120 ;c=-48
Paso 2: Aplicar la fdrmula A=b?-4ac
D=(20)2-4-(-2)-(-48)=18

Paso 3: Estudiar el ndmero de soluciones

=0 Hay dos soluciones distintas
puedes comprobarque son 6 v 4

Descomposicion

|2+ 20x-48 = -2 (x-6]) - (x-4)|

70 m MATEMATICAS A

x* esta en todos
los sumandos.

2x9+x5-3x%=
= x*(2x5+x2-3)

Se ha sacado factor comun
una potencia de x.

| puedes comprobar gque es -9

IE+H4x+ 243 =0
Paso 1: Idenfificarabyc
a=3 ;b=584 ;=243
Paso 2: Aplicar la fdrmula A=h?-4ac
A=(64)7-4-(3) (243)=0
Paso 3: Estudiar el nimera de soluciones

=0 Hay dos soluciones iguales

Descomposicion

32 + 54y + 243 =3 (x+9)2

C .3+ d4x-8 =0

Paso 1: ldenfificarabyc

a=-3,h=4 ;0=-8

Paso 2: Aplicar la farmula A=b?-4ac¢
A={4)%-4-{-3)-(-8)=-80

Paso 3: Estudiar el nirero de soluciones
A=0 No hay solucian
Descomposicion

Fo P § e !
-3x“ + 4x - 8 no descormnpone |

Raiz Raiz
o -2
Divisor Divisor
7620, X+2
- cidead



Regla de Ruffini reiterada
Si x-a es un divisor del polinomio P(x), se dice que a
es raiz de P(x), por el teorema del resto sabemos
que esto equivale a decir que P(a)=0.
P(x)=paX"+pp1X" ...+ p1X+po Y @ raiz de P(x),
pr@"+pp1@™ i+, +pia+pe=0,
y despejando pg
Po=-pna"-ppaa”'-...-p;a
Por tanto, si los coeficientes de P(x) son nimeros
enteros y a también, py es multiplo de a.

\-':__J".as raices enteras no nulas de un polinomio
con coeficientes enteros, son divisores del
coeficiente de menor grado del polinomio.

La descomposiciéon de un polinomio de tercer grado
con raices 4, 1y -2 serd a+(x-4)+(x-1)-(x+2).

Se llama multiplicidad de una raiz al nimero de
veces que aparece en la descomposicién.

Identidades notables
Suma al cuadrado Diferencia al cuadrado
(a+b)’=a’+2-a-b+b> |(a-b)?’=a’-2:a-b+b?

Demostracion Demostracion

a b a -b
X a b X a -b

ab b? -ab b?
a’ ab a’ -ab
a’+2ab+ b? a’-2ab+ b?

La suma al cuadrado es|La diferencia al cuadrado
igual a es igual a

cuadrado del 12 cuadrado del 12

+doble del 19 por el 22 | +doble del 12 por el 22
+cuadrado del 2¢ +cuadrado del 22

Suma por diferencia

(a+b)- (a-b)= a’- b? |Demostracion

a b

La suma por diferencia X a -b

es igual a la diferencia -ab -b’
de cuadrados. a’ ab

a’ -b?

Descomposicién factorial de
x*-15x2+10x+24

Las posibles raices racionales de este
polinomio son los divisores de 24

1 12 +3 +4 6 8B 112 124
Con la regla de Ruffini vamos viendo qué
divisores son raices

1 0 -15 10 24
-1) -1 1 14 -24

1 -1 -14 24 o0
2) 2 2 -24

11 -12 0
3) 3 12

1 4 0

;‘-15x2+i0x+24= -
(x+1)-(x-2)(x-3) (x+4)

la+hb
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14,

15,

16.

17.

EJERCICIOS resueltos
Saca factor comutn una potencia de x en cada uno de los siguientes polinomios:
P(x)=2x+3x Q(x)= x*'+2x°-3x> R(x)=2x%+6x"+8x>

Solucién: P(x)=x:(2x*+3)  Q(x)=x*(2x*-3x+1) R(x)=2x>(x*+3x’+4), en
este Ultimo caso se ha podido sacar factor com(n también un nimero.

Halla la descomposicién factorial de x3>-7x?*+4x+12

Las posibles raices racionales de este polinomio son los divisores de 12
|41 2 %3 44 16 +12

Con la regla de Ruffini miramos que divisores son raices del polinomio

1 =7 4042
=1) =1 .8 -12

1 -8 12 0
2) 2 -12

1 6 0

X3-7x*+4x+12=(x+1)(x-2)+(x-6)

Factoriza 2x?-8x+6; -x*+3x+4; x*+2x+3; X*+6x+9.
2x%-8x+6=2:(x-1)+(x-3) pues 2x>-8x+6=0 tiene por soluciones x=1; x=3.
-X243x+4=-(x+1)-(x-4) pues -x*+3x+4=0 tiene por soluciones x=-1; x=4.
x*+2x+3 no descompone pues su discriminante es <0

x?+6x+9=(x+3)? pues su discriminante es 0, luego tiene una raiz doble: x=-3.

Halla la descomposicién factorial de x”-x®-4x*

x7-x%-4x*=x*(x3-x*-4). Se ha sacado factor comun x*.
Las posibles raices enteras de x’-x*-4 son los divisores de -4:

'1,-1,2,-2,4,-4

por tanto es primo

x7=x%-4x*=x%(x-2)- (x> +x+2)

Veamos por la Regla de Veamos por la Regla de Veamos por la Regla de
Ruffini si 1 es raiz de P Ruffini si -1 es raizde P Ruffini si 2 es raiz de P
1 -1 0 -4 1 -1 0 -4 1 -1 0 -4
1) 1 00 i TRET F 2) 2 2 4
1 0 0 -4=0, 1 -2 2 -6=0 1 1 2 0
1 noesraizdeP -1 noesraizde P 2 esraizdeP
1 1 2 = x*4x+2 La ecuacién x*+x+2=0 no tiene soluciones reales,

72 B MATEMATICAS A
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EJERCICIOS resueltos

18. Halla la descomposicion factorial de x*-4

Busquemos las raices racionales de x*-4. Las posibles raices en Q son los
cocientes de los divisores de -4 (coeficiente de menor grado) entre los divisores

de 1 (coeficiente de mayor grado),
08 PEYIAa9)

divisores de — 4

Es facil ver con la

ninguno de los
posibles valores

El polinomio no
tiene raices
racionales.

z1 +2 4

regla de Ruffini que | 5j se reconoce x*-4 como una diferencia de cuadrados, (x?)*-
2? resultaréa facil la descomposicién factorial:

: > x*-4=(x2+2)(x?-2)

son raices de X"-4. | E| primer factor es primo, pero el segundo vuelve a ser una
diferencia de cuadrados x*-2=(x + v2) - (x = v2)

X=4=(x>+2)- (x +2) (x-+/2)

19. Halla la descomposicion factorial de x*+x3-x?-2x-2

Las posibles raices enteras de x*+x3-x*-2x-2 son los divisores de -2:
i e G
i,-4,0.-2

Veamos por la Regla de Ruffini si 1 es
raiz de P

1 =1 =1 -2 =2
1) 1. 0 =1:=3

1 0 -1 -3 -5distintodeO,
1 no es raiz de P

Veamos por la Regla de Ruffini si -1 es
raiz de P

1 -1 -1 -2 -2
-1) -1 2 -1 3

1 -2 1 -3 1distintode0,
-1 no es raiz de P

Veamos por la Regla de Ruffini si 2 es
raiz de P

1S = ol =0 5
2) 2amPE0 in )

Egkiss] gl 0 -2 distinto de 0O,
2 noesraizdeP

Veamos por la Regla de Ruffini si 1 es
raiz de P

THNEE g G A2
-2) -2 6 -10 24

1 -3 5 -12 22 distinto de 0,
-2 no es raizde P

x*+x3-x2-2x-2 No tiene raices enteras

No podemos hallar la descomposicién factorial de este polinomio.

cideod
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‘l Para practicar

1. Halla la expresion algebraica de un
numero de tres cifras si la cifra de las
unidades es 4 veces la cifra de las
decenas.

2. ¢Cudl es esl grado de 2x°-x3+3x%? éSu
coeficiente de grado 3?7 iy el de grado 27
Calcula su valor numérico en x=2

3. Halla P(x)-3:Q(x) siendo P(x)=4x>+4x
y Q(x)=6x>+2x.

4. Multiplica los polinomios
P(x)=-3x3+4x%-x-2 y Q(x)=-x*+7.

5. Halla el cociente y el resto de la
division de x>+2x%+5x-7 entre
-x%+x-1.

6. Haz la division de x*+4x*+2x-3 entre
x-2 con la regla de Ruffini.

7. Aplica el teorema del resto para
calcular el resto de la division de
2x3-2x2+x-7 entre x-5.

8. a) Halla m para que x*+mx*-2mx+6
sea divisible por x+2

b) Halla m para que x*+mx*-8mx+4
sea divisible por x-1.

9. Efectlia las potencias
a) (3x+2)?
b) (2x-4)?
c) (x-5)?

10. Descomponer, aplicando las
identidades notables, los polinomio:
a) x*-72x?+362
b) x*-16

11, Descomponer los siguientes
polinomios, si es posible, aplicando la
ecuacion de segundo grado.

a) 3x%-10x+3
b) x*-4x+5

12. Simplifica las siguientes fracciones
algebraicas

x> +8x+16

a)
3x+12

3x? -12
x? —4x+4

b)

4% + 4x + 1

C
) 12x* -3

13. Saca factor comun en 12x'2+24x°

14, Halla la descomposicion en factores
primos de los siguientes polinomios

a) 3x5-39x7+162x%-216x°
b) 3x°+12x%+15x”+6x°

15. Un polinomio de grado 3 tiene por
raices -5, 7 y 1. Halla su
descomposicion factorial sabiendo
que su valor en 2 es 128.

16. ¢.COmo realizas mentalmente el

calculo de 23%-22%?
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Para saber mas

aldilfa
g 0.5 2 co?tema El sistema binario
S ' 1.27402°40.2°+1.2°+1.2°40.22 4 1.2 +1.2°

s

ll ™
5 0 r;m%oi'es 7 N0, US3

el sistema def'“‘al"i:'

e

20
e E
e 24 2 16 a7 28 29 30 31

YAlfin'y al fagqn_sjﬁtema'm'és" 3 i blance y negr Algunos juegos de magia se basan en
acceslible paratas maquinas ; de si o no este sistema
i Mgt TR, Tin

Pide a un compafiero que memorice una figura del (ltimo cuadro pero que no diga cudl. Tu por telepatia la
adivinaras. Pregintale si la figura escogida estd en cada una de las siguientes tarjetas

Si=1 NO =0 NO =0 SI=1
Con cada respuesta afirmativa escribe 1, con la negativa un 0, para el resultado 10010, la figura es la

1:2%+1.2=18, el circulo verde. Solo hay que calcular el valor en 2 del polinomio cuyos coeficientes se obtienen con
100, con Sio No.

Si investigas en la web, es probable que encuentres muchos polinomios con nombre propio: Polinomios de
Lagrange, Hermite, Newton, Chevichev... copiamos aqui un extracto de un blog que habla de los polinomios
de Zernike y su aplicacién en dptica para corregir defectos visuales.

...Las matematicas, con los polinomios de
0 Zernike, nos ofrecen un método para
descomponer superfices complejas en sus
1 componentes mas simples. Asi, con este

procedimiento matematico podemos
jerarquizar y definir todas las
aberraciones visuales. Un esquema que
estd presente con mucha frecuencia en las
consultas de cirugia refractiva es el de las
diferentes  aberraciones agrupadas vy
jerarquizadas:

=u

[~

Lo de la jerarquia es fundamental, porque
segun cudl sea el grupo de la aberracion,
tendrd mas o menos importancia, serd mas
o menos facil de corregir, etc. Por ejemplo,
el numero 4 corresponde a la miopia (y su
inverso, la hipermetropia), y el 3 y 5
corresponden al astigmatismo...

o )
~—— J3pio [eipel

o

Extracto de la pagina

5-4-3-2101 2 34+5 httn://ocularis.es/bloa/?n=29
+— f=meridional frequency —>
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. | Recuerda
' 1o mas importante

Expresion en coeficientes Divisién de Polinomios

3 2
| 4x~-x"+3 ‘ 12¢* + 1063 + 15x2 + Ox + 6

4] k)0 A2 - 6x3- 9%

43 +6x2+9x +6

A2 +2x +3 ‘

W2 ax +1
cociente

, 3| 2 ‘
Regla de Ruffini. Teorema del resto -AXT - 2x7 - 3X ‘
El resto de la division por 4 2 . 6x + 6 |
x-a es el valor numérico del dividendo en a XO+HOX + '
Ax*-2x -3 |

[ 3 -5 0 1 1., =2
‘ . 4% +3
|l 3 6 N, 312
‘ ] resto ‘
i 1 0 \\E\Utlentﬂ ‘
| =1 g \T. del resto ;
\ Raices de un polinomio 3
‘ 21 5=3.23-5.2241 g !
. -2 4 Raiz Ralz i
I 5 resto £ e |
i P(2)=0 |P(-2)=0
[ Regla de Ruffini Divisar Divisor

3 55 0 X-2 X+2 i
‘ 2 6 2 4 |

3 1 2 5 resto

caciente
\
22324 24li4+b? _h)2=72-74l 2 .(a-b)=a’-b? %
(a+b)’=a’+ ol (a-b)*=a’-2ab+b (at+b)-(a-b)=a’-b Descomposicién
factorial I

Ralz de un polinomio Fara hallar la descomposicion
factorial de un polinomio se

Ralz a tendran  en  cuenta  las |
Divisor X-2 sigulentes herramientas: ‘
P(a)=0

Regla de Ruffini

Ecuacidn de 2° grado
Las raices enteras de un
polinomio son divisores del Identidades notables
término independiante.

LP(X)=x'"+5%"+x3-21%-18

Probando |a regla de Rulfini (con pix)=(x+1)(x-2)}(x2#6x+9)
divisores de 18), encontramos
gque =1 y 2 son raices de este

pelinomio

Los polinomios con
coeficientes  en IR
primos son los de |
grado uno y los de |
grado dos, ax?*+bx+c,
con b?-4ac<0 |

P(x)=x'+5x34+x2-21x-18

El polinomio de segundo grado
x146x49 se puede descomponer
resolviendo la ecuaclén
x*+6x+9=0

que da una solucién doble, -3, o

1 4 -3 18
2) 2 12 -18
1 E 9 n

POY=(x+1)-(-2)- (67 +6%+9) /i

se puede reconacer la identidad
notable

X 4BEx+9=(x+3)?

. P(x)=(x#1)(x=2)(x+3)?
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1i0.

Autoevaluacion

Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)+ P(x)-R(x) siendo
P(x)=3x+2, Q(x)=2x%5 y R(X)=x?+8x.

Escribe los coeficientes del cociente y del resto en la
divisién de 2x3-5x2+5 entre x2+45.

Calcula el valor numérico de -3x3-5%2+3 en x=-1

¢Es cierta la igualdad 2x?+20x+25=(2x+5)%?

Calcula m para que el resto de la divisién de 4x%+mx+1
entre x+5 sea 2.

Si P(x)=ax?+bx+5 y a-6%+b-6=3, icuil es el resto de la
division de P(x) entre x-6?

Halla una raiz entera del polinomio x3+5x2+8x+16

Halla la descomposicién factorial de —4x2+12x+112.

El polinomio 5x*+9x%-26x-24 tiene por raices 2 y -3 éCudl
es la otra raiz?

Las raices de un polinomio de grado 3 son -6, 0 y 4.
Calcula el valor numérico del polinomio en 2 sabiendo que
su coeficiente de mayor grado es 3.

cidead
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